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4.4 Un model de şomaj cinci-dimensional cu două ı̂ntârzieri distribuite

4.4.1 Modelul matematic
4.4.2 Modelul adimensional
4.4.3 Analiza punctelor de echilibru
4.4.4 Analiza stabilităţii locale pentru S0
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4.4.8 Simulări numerice
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Rezumat
Motivat, ia

Începând cu cartea seminală a lui Volterra [33] (1931), care discută impactul efectelor ereditare
asupra modelelor pentru interacţiunea ı̂ntre specii, ecuaţiile diferenţiale cu ı̂ntârziere (DDE) au
câştigat o atenţie semnificativă datorită relevanţei lor ı̂n probleme de inginerie şi control. Anii
1950 şi 1960 au fost martori la dezvoltări notabile ı̂n acest domeniu, cu contribuţii importante
din partea lui Myshkis [28] (1951), Krasovskii [21] (1959), precum şi Bellman s, i Cooke [3] (1963),
Halanay [16] (1966). În deceniile 1970 şi 1980, ecuaţiile diferenţiale cu ı̂ntârziere au apărut ca
instrumente eficiente pentru modelarea răspunsurilor imune la infecţii şi răspândirea epidemiilor
[7], [14], [19].

Ulterior, ı̂ncepând cu anii 1980 şi până ı̂n prezent, ţinând cont de progresele ı̂n tehnologia
calculatoarelor s, i metodologiile matematice, ecuat, iile diferent, iale cu ı̂ntârziere au văzut o cres,tere
a aplicabilităt, ii s, i preciziei lor, permit, ând o extindere semnificativă a aplicat, iilor lor ı̂n diverse
domenii, cum ar fi sistemele biologice, inclusiv căile de semnalizare celulară s, i ret,elele neuronale
[5], [23], [30]. Ecuaţiile diferenţiale cu ı̂ntârziere au fost de asemenea utile ı̂n economie pentru
modelarea dinamicii piet,ei, efectele impozitării s, i comportamentul consumator-firmă [6], [9], [22],
s, i chiar ı̂n inginerie, unde acestea au fost folosite pentru a ı̂nt,elege dinamica sistemelor de control
[8], [24]. Dezvoltarea metodelor numerice pentru rezolvarea DDE-urilor [2] au facilitat simula-
rea s, i analiza sistemelor complexe caracterizate de ı̂ntârzieri temporale. Această expansiune a
aplicat, iilor reflectă nu doar progresul tehnologic, ci s, i o ı̂nt,elegere mai profundă a complexităt, ilor
sistemelor reale, unde trecutul joacă un rol semnificativ ı̂n modelarea prezentului s, i viitorului.
Ecuat, iile diferent, iale cu ı̂ntârziere oferă o fereastră prin care cercetătorii s, i profesionis,tii pot sim-
ula s, i analiza aceste procese dinamice complexe, contribuind astfel la inovat, ii s, i solut, ii eficiente
ı̂n fat,a provocărilor moderne.

În ceea ce prives,te s,omajul, ı̂ncepând cu anii 1990, odată cu dezvoltarea teoriilor economice di-
namice, ecuat, iile diferent, iale cu ı̂ntârziere au ı̂nceput să fie văzute ca un instrument valoros. Mod-
elarea s,omajului cu aceste ecuat, ii a permis economis,tilor să ia ı̂n considerare influent,a ı̂ntârzierilor,
cum ar fi efectul ı̂ntârziat al politicilor guvernamentale sau impactul schimbărilor tehnologice
asupra piet,ei muncii [1], [26], [27], [31]. Astfel, modelele care includ ı̂ntârzieri oferă o imagine mai
clară a evolut, iei viitoare a piet,ei muncii, permit, ând o anticipare mai bună a tendint,elor de s,omaj.

Motivat, ia pentru această teză este dată de modelele matematice existente care pun baza pentru
dezvoltarea de noi abordări pentru studiul dinamicii s,omajului, luând ı̂n considerare istoricul
variabilelor analizate. Prezent,a ı̂ntârzierilor influent,ează fluxul de informat, ii s, i procesele care
determină dinamica acestor sisteme. Cercetările noastre au potent, ialul de a oferi entităt, ilor de
luare a deciziilor din societate instrumente pentru predict, ie s, i control, s, i de a avea un impact
asupra investigat, iilor modelelor matematice biologice s, i economice conexe.

Obiective

Obiective generale

Obiectivul general al acestei teze este de a dezvolta s, i investiga modele matematice pentru
a aborda dinamica s,omajului, utilizând teoria ecuat, iilor diferent, iale cu ı̂ntârziere, cu scopul de
a contribui la ı̂nt,elegerea eficace a strategiilor de control al s,omajului s, i a politicilor guverna-
mentale, s, i de a ı̂mbunătăt, i ı̂nt,elegerea interact, iunilor din piat,a muncii. Aceste modele oferă o
reprezentare mai precisă a proceselor subdiacente care impulsionează fluctuat, iile s,omajului, luând
ı̂n considerare factori precum decalajele de timp ı̂n răspunsurile politice s, i interact, iunea dintre
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variabilele economice. Bazându-se pe teoria ecuat, iilor diferent, iale cu ı̂ntârziere, care captează ca-
racteristicile dependente de timp ale ajustărilor piet,ei muncii, aceste modele facilitează o explorare
amănunt, ită a complexităt, ilor dinamice inerente ı̂n tranzit, iile s,omajului. Prin analiza matematică
riguroasă s, i simulare, factorii de decizie pot obt, ine perspective asupra eficacităt, ii potent, iale a
diferitelor intervent, ii politice s, i pot anticipa impacturile pe termen lung ale deciziilor lor asupra
ratelor s,omajului.

Obiective specifice

În această teză, studiem diferite modele matematice care analizează interact, iunea dintre per-
soanele s,omere, persoanele subocupate, imigrant, i, persoanele angajate regulat s, i locurile de muncă
disponibile ı̂n cadrul teoriei stabilităt, ii ecuat, iilor diferent, iale cu ı̂ntârziere.

Impactul potent, ial al rezultatelor vizează direct dezvoltarea studiilor economice viitoare legate
de dinamica populat, iei. Cea mai importantă aplicare a rezultatelor noastre se referă la elementele
de predict, ie s, i control care pot fi oferite entităt, ilor decizionale ale societăt, ii.

Structura tezei şi rezultatele originale
Tema centrală a acestei teze este analiza sistemelor diferenţiale cu ı̂ntârziere ı̂n studiul şomajului,

luând ı̂n considerare stările trecute ale variabilelor implicate. Studiul acestor sisteme are implicaţii
pentru viitoarele modele matematice cu aplicaţie ı̂n economie care ı̂ncorporează dinamica populaţiei.
În special, factorii de decizie strategică ai societăţii ar putea beneficia ı̂n mod semnificativ de
informaţiile obţinute din această teză.

Lucrarea de faţă, intitulată ”Sisteme dinamice cu ı̂ntârzieri ı̂n studiul şomajului” este com-
pusă din patru capitole. Primul capitol prezintă o scurtă motivaţie şi structura tezei, amintind
rezultatele originale. Al doilea capitol al acestei lucrări reaminteşte o scurtă teorie a ecuaţiilor
diferenţiale cu ı̂ntârziere şi a contextului economic folosind [4], [10], [11], [12], [13], [15], [17],
[20], [22], [29], [32] care este folosită ı̂n capitolele următoare. Fiecare dintre ultimele două capi-
tole conţine trei secţiuni diferite, fiecare prezentând contribuţia originală referitoare la controlul
şomajului.

Capitolul 1 prezintă o scurtă introducere a acestei lucrări, detaliind motivaţia, obiectivele şi
structura tezei cu rezultatele originale. Principala motivaţie provine din modelele matematice
existente care pot fi dezvoltate folosind teoria ecuaţiilor diferenţiale cu ı̂ntârziere. Obiectivul
acestei teze este de a construi diferite modele matematice pentru a controla situaţia şomajului,
cu scopul de a investiga modalitatea prin care se poate reduce rata s,omajului.

Capitolul 2 cuprinde noţiuni preliminare din perspectiva atât matematică, cât şi economică.
Acest capitol ı̂ncepe cu o introducere ı̂n ecuaţiile diferenţiale cu ı̂ntârziere, astfel, ı̂n a doua secţiune
continuăm prin enumerarea tuturor definiţiilor de bază şi teoremelor referitoare la noţiunile prin-
cipale de analiză a stabilităţii pentru ecuaţiile diferenţiale cu ı̂ntârziere care vor fi utilizate ı̂n
secţiunile următoare. În a treia secţiune, reamintim proprietăţile de bază pentru soluţiile peri-
odice, mai precis descriem bifurcaţiile Hopf. Ultima secţiune a acestui capitol prezintă pe scurt
aspectele legate de şomaj şi piaţa muncii care ne vor ajuta din punct de vedere economic să
ı̂nt,elegem şomajul şi modelele matematice propuse ı̂n capitolele următoare.

Capitolul 3 prezintă un model matematic pentru şomaj, luând ı̂n considerare trei variabile:
numărul de persoane şomere, noile locuri de muncă create de guvern şi sectorul privat, respectiv
numărul de persoane angajate. Modelul extinde rezultatele obt, inute de Misra şi Singh [25],
prin introducerea ı̂ntârzierilor discrete şi distribuite, şi efectuând o analiză matematică ı̂n cadrul
ecuaţiilor diferenţiale cu ı̂ntârziere.

Menţionăm că modelele matematice analizate ı̂n acest capitol sunt legate de modelul investigat
ı̂n [18]. Totuşi, ı̂n acest context specific, reuşim să obţinem rezultate teoretice mai puternice. Mai
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precis, ca rezultat al noii abordări adoptate ı̂n acest capitol, se demonstrează pozitivitatea şi
mărginirea soluţiilor modelelor matematice considerate. De asemenea, se arată că, indiferent de
ı̂ntârzierile de timp considerate, punctul de echilibru al modelelor propuse ı̂şi menţine stabilitatea
locală asimptotică. Mai mult, folosind o metodă precisă care implică un anumit tip de funcţie
Lyapunov, demonstrăm stabilitatea sa asimptotică globală condiţionată de limita ratei de creştere
a persoanelor şomere care intră pe piaţa muncii.

Toate sect, iunile respectă acelas, i model s, i ı̂n fiecare sect, iune introducem diferite tipuri de
ı̂ntârzieri: ı̂n prima sect, iune analizăm modelul matematic introducând o ı̂ntârziere de timp dis-
cretă, ı̂n a doua sect, iune investigăm modelul luând ı̂n considerare o ı̂ntârziere de timp distribuită,
ı̂n timp ce ı̂n a treia sect, iune construim s, i analizăm modelul considerând două ı̂ntârzieri de timp
distribuite. În fiecare dintre aceste sect, iuni, examinăm caracteristicile de stabilitate ale punctului
de echilibru al modelului s, i oferim diverse simulări numerice pentru a ilustra rezultatele teoretice.

În acest capitol, introducem rezultatele originale prezentate ı̂n Teorema 3.2.1, Lema 3.3.1, Teo-
rema 3.3.2, Propozit, ia 3.3.7 s, i Teorema 3.4.1, cu demonstraţiile corespunzătoare. Aceste rezultate
se referă la pozitivitatea s, i mărginirea solut, iilor. Ulterior, analizăm stabilitatea locală a punctelor
de echilibru ale sistemului, aducând contribut, ii originale prin Teoremele 3.2.2, 3.2.4, 3.3.3, 3.3.4,
3.4.2 s, i 3.4.3. Trecând la analiza stabilităt, ii globale a punctelor de echilibru s, i bifurcat, iilor Hopf,
obţinem Lema 3.2.3, Teorema 3.3.5, Teorema 3.3.8 s, i Teorema 3.4.4. În plus, pentru controlul op-
tim, prezentăm Teorema 3.2.5 s, i Teorema 3.2.6. De asemenea, oferim o limită superioară realistă
pentru rata de cres,tere a persoanelor s,omere care intră pe piat,a muncii, as,a cum este discutat ı̂n
Observat, ia 3.3.1. În final, contribut, iile noastre originale sunt exemplificate prin simulări numerice.

Capitolul 4, cu titlul ”Un model al s,omajului cinci-dimensional”, construies,te s, i examinează
un model matematic complex al piet,ei muncii care consideră atât s,omajul, cât s, i subocuparea,
aceasta din urmă fiind definită ca situat, ia ı̂n care angajat, ii lucrează mai put, ine ore decât s, i-ar dori.
Modelul explorează impactul măsurilor de politică destinate să creeze locuri de muncă, alături de
un proces independent de creare a locurilor de muncă s, i migrat, ia fort,ei de muncă ı̂n piat,a muncii.
Introducem ı̂ntârzieri ı̂n răspunsurile politice s, i evaluăm efectele acestora asupra s,omajului uti-
lizând un sistem dinamic neliniar. Analiza noastră include dinamica ieşirii din locurile de muncă
şi a intrări ı̂n locurile de muncă, tranzit, iile spre s, i dinspre subocupare, s, i ia ı̂n considerare migrat, ia
ı̂ntr-un context economic global deschis, cu act, iuni politice ı̂ntârziate. Evaluăm de asemenea sta-
bilitatea stărilor de echilibru ale sistemului, inclusiv modelele care incorporează nucleele Dirac s, i
1 - Gamma (weak kernels), accentuând rolul ı̂ntârzierilor de timp distribuite pentru a capta mai
bine complexităt, ile proceselor economice.

Astfel, reconsiderăm posibilitatea ”locurilor de muncă limitate de timp” sau a subocupării, ca
un statut intermediar pe piat,a muncii ı̂ntre angajarea regulată s, i s,omaj. Sistemul nostru permite
atât crearea de locuri de muncă, cât s, i intervent, ia politică pentru limitarea s,omajului, dar s, i
posibilitatea ca migrant, ii să ocupe unele dintre pozit, iile regulate.

Capitolul cont, ine trei sect, iuni: prima sect, iune descrie modelul matematic propus, a doua
sect, iune prezintă modelul matematic introducând o ı̂ntârziere distribuită ı̂n timp, iar ı̂n a treia
sect, iune expunem modelul matematic cu două ı̂ntârzieri distribuite ı̂n timp. În fiecare sect, iune,
redactăm versiunea adimensională a modelului propus s, i determinăm punctele de echilibru ale
modelului. Apoi, demonstrăm pozitivitatea s, i mărginirea solut, iilor. Mai mult, analizăm pro-
prietăt, ile de stabilitate locală s, i/sau globală pentru punctele de echilibru ale modelului. În ultima
parte a fiecărei sect, iuni exemplificăm rezultatele teoretice prin simulări numerice s, i ı̂ncheiem cu
concluzii.

Rezultatele originale prezentate ı̂n acest capitol includ criterii pentru pozitivitatea s, i mărginirea
solut, iilor Teorema 4.2.1, Teorema 4.3.1, Teorema 4.4.1. Mai mult, proprietăt, ile de stabilitate
locală s, i globală ale punctelor de echilibru sunt prezentate ı̂n Teorema 4.2.2, Teorema 4.2.3, Teo-
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rema 4.2.4, Teorema 4.3.2, Teorema 4.3.3, Teorema 4.4.4. În plus, capitolul examinează aspecte
ale bifurcat, iilor Hopf, care iau ı̂n considerare nucleul 1 - Gamma (weak kernels) s, i nucleul Dirac,
prezentate ı̂n Propozit, ia 4.4.5, Corolarul 4.4.6, Propozit, ia 4.4.7. De asemenea, sunt acoperite
aspecte de control optim descrise ı̂n Teorema 4.4.8 s, i Teorema 4.4.9. Capitolul se ı̂ncheie cu
contribut, ii originale şi ı̂n cadrul simulărilor numerice.

Cea mai importantă contribut, ie a acestei teze constă ı̂n investigat, ia riguroasă a proprietăt, ilor
de stabilitate locală s, i globală ale modelelor matematice propuse. Observăm ı̂n cazul modelelor
de s,omaj tridimensionale că punctul de echilibru al modelului rămâne local asimptotic stabil
indiferent de ı̂ntârzieri s, i este global asimptotic stabil ı̂n anumite condit, ii. Trecând la modelele de
s,omaj cinci-dimensionale, obt, inem proprietăt, i de stabilitate globală pentru punctele de echilibru
ale sistemului.
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