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Rezumat
Motivatia

Incepand cu cartea seminali a lui Volterra [33] (1931), care discuti impactul efectelor ereditare
asupra modelelor pentru interactiunea intre specii, ecuatiile diferentiale cu intarziere (DDE) au
cagtigat o atentie semnificativa datorita relevantei lor in probleme de inginerie si control. Anii
1950 si 1960 au fost martori la dezvoltari notabile in acest domeniu, cu contributii importante
din partea lui Myshkis [28] (1951), Krasovskii [21] (1959), precum si Bellman si Cooke [3] (1963),
Halanay [16] (1966). In deceniile 1970 si 1980, ecuatiile diferentiale cu intérziere au apdrut ca
instrumente eficiente pentru modelarea raspunsurilor imune la infectii si raspandirea epidemiilor
[, [, [,

Ulterior, incepand cu anii 1980 si pana in prezent, tinand cont de progresele in tehnologia
calculatoarelor si metodologiile matematice, ecuatiile diferentiale cu intarziere au vazut o crestere
a aplicabilitatii si preciziei lor, permitand o extindere semnificativa a aplicatiilor lor in diverse
domenii, cum ar fi sistemele biologice, inclusiv caile de semnalizare celulara si retelele neuronale
[5], [23], [30]. Ecuatiile diferentiale cu intarziere au fost de asemenea utile in economie pentru
modelarea dinamicii pietei, efectele impozitarii si comportamentul consumator-firma [6], [9], [22],
si chiar in inginerie, unde acestea au fost folosite pentru a intelege dinamica sistemelor de control
[8], [24]. Dezvoltarea metodelor numerice pentru rezolvarea DDE-urilor [2] au facilitat simula-
rea si analiza sistemelor complexe caracterizate de intarzieri temporale. Aceasta expansiune a
aplicatiilor reflecta nu doar progresul tehnologic, ci si o intelegere mai profunda a complexitatilor
sistemelor reale, unde trecutul joaca un rol semnificativ in modelarea prezentului si viitorului.
Ecuatiile diferentiale cu intarziere ofera o fereastra prin care cercetatorii si profesionistii pot sim-
ula si analiza aceste procese dinamice complexe, contribuind astfel la inovatii si solutii eficiente
in fata provocarilor moderne.

In ceea ce priveste somajul, incepand cu anii 1990, odata cu dezvoltarea teoriilor economice di-
namice, ecuatiile diferentiale cu intarziere au inceput sa fie vazute ca un instrument valoros. Mod-
elarea somajului cu aceste ecuatii a permis economistilor sa ia in considerare influenta intarzierilor,
cum ar fi efectul intarziat al politicilor guvernamentale sau impactul schimbarilor tehnologice
asupra pietei muncii [1], [26], [27], [31]. Astfel, modelele care includ intarzieri ofera o imagine mai
clara a evolutiei viitoare a pietei muncii, permitand o anticipare mai buna a tendintelor de somaj.

Motivatia pentru aceasta teza este data de modelele matematice existente care pun baza pentru
dezvoltarea de noi abordari pentru studiul dinamicii somajului, luand in considerare istoricul
variabilelor analizate. Prezenta intarzierilor influenteaza fluxul de informatii si procesele care
determina dinamica acestor sisteme. Cercetarile noastre au potentialul de a oferi entitatilor de
luare a deciziilor din societate instrumente pentru predictie si control, si de a avea un impact
asupra investigatiilor modelelor matematice biologice si economice conexe.

Obiective

Obiective generale

Obiectivul general al acestei teze este de a dezvolta si investiga modele matematice pentru
a aborda dinamica somajului, utilizand teoria ecuatiilor diferentiale cu intarziere, cu scopul de
a contribui la intelegerea eficace a strategiilor de control al somajului si a politicilor guverna-
mentale, si de a imbunatati intelegerea interactiunilor din piata muncii. Aceste modele ofera o
reprezentare mai precisa a proceselor subdiacente care impulsioneaza fluctuatiile somajului, luand
in considerare factori precum decalajele de timp in raspunsurile politice si interactiunea dintre



variabilele economice. Bazandu-se pe teoria ecuatiilor diferentiale cu intarziere, care capteaza ca-
racteristicile dependente de timp ale ajustarilor pietei muncii, aceste modele faciliteaza o explorare
amanuntita a complexitatilor dinamice inerente in tranzitiile somajului. Prin analiza matematica
riguroasa si simulare, factorii de decizie pot obtine perspective asupra eficacitatii potentiale a
diferitelor interventii politice si pot anticipa impacturile pe termen lung ale deciziilor lor asupra
ratelor somajului.

Obiective specifice

In aceastd tezi, studiem diferite modele matematice care analizeazi interactiunea dintre per-
soanele somere, persoanele subocupate, imigranti, persoanele angajate regulat si locurile de munca
disponibile in cadrul teoriei stabilitatii ecuatiilor diferentiale cu intarziere.

Impactul potential al rezultatelor vizeaza direct dezvoltarea studiilor economice viitoare legate
de dinamica populatiei. Cea mai importanta aplicare a rezultatelor noastre se refera la elementele
de predictie si control care pot fi oferite entitatilor decizionale ale societatii.

Structura tezei si rezultatele originale

Tema centrala a acestei teze este analiza sistemelor diferentiale cu intarziere in studiul somajului,
luand in considerare starile trecute ale variabilelor implicate. Studiul acestor sisteme are implicatii
pentru viitoarele modele matematice cu aplicatie in economie care incorporeaza dinamica populatiei.
In special, factorii de decizie strategica ai societatii ar putea beneficia in mod semnificativ de
informatiile obtinute din aceasta teza.

Lucrarea de fata, intitulata ”Sisteme dinamice cu intarzieri in studiul somajului” este com-
pusa din patru capitole. Primul capitol prezinta o scurta motivatie si structura tezei, amintind
rezultatele originale. Al doilea capitol al acestei lucrari reaminteste o scurta teorie a ecuatiilor
diferentiale cu intarziere si a contextului economic folosind [4], [10], [11], [12], [13], [15], [17],
[20], [22], [29], [32] care este folosita in capitolele urmatoare. Fiecare dintre ultimele doua capi-
tole contine trei sectiuni diferite, fiecare prezentand contributia originala referitoare la controlul
somajului.

Capitolul 1 prezinta o scurta introducere a acestei lucrari, detaliind motivatia, obiectivele si
structura tezei cu rezultatele originale. Principala motivatie provine din modelele matematice
existente care pot fi dezvoltate folosind teoria ecuatiilor diferentiale cu intarziere. Obiectivul
acestei teze este de a construi diferite modele matematice pentru a controla situatia somajului,
cu scopul de a investiga modalitatea prin care se poate reduce rata somajului.

Capitolul 2 cuprinde notiuni preliminare din perspectiva atat matematica, cat si economica.
Acest capitol incepe cu o introducere in ecuatiile diferentiale cu intarziere, astfel, in a doua sectiune
continuam prin enumerarea tuturor definitiilor de baza si teoremelor referitoare la notiunile prin-
cipale de analiza a stabilitatii pentru ecuatiile diferentiale cu intarziere care vor fi utilizate in
sectiunile urmatoare. In a treia sectiune, reamintim proprietatile de baza pentru solutiile peri-
odice, mai precis descriem bifurcatiile Hopf. Ultima sectiune a acestui capitol prezinta pe scurt
aspectele legate de somaj si piata muncii care ne vor ajuta din punct de vedere economic sa
intelegem somajul si modelele matematice propuse in capitolele urmatoare.

Capitolul 3 prezinta un model matematic pentru somaj, luand in considerare trei variabile:
numarul de persoane somere, noile locuri de munca create de guvern si sectorul privat, respectiv
numarul de persoane angajate. Modelul extinde rezultatele obtinute de Misra si Singh [25],
prin introducerea intarzierilor discrete si distribuite, si efectuand o analiza matematica in cadrul
ecuatiilor diferentiale cu intarziere.

Mentionam ca modelele matematice analizate in acest capitol sunt legate de modelul investigat
in [18]. Totusi, In acest context specific, reusim sa obtinem rezultate teoretice mai puternice. Mai



precis, ca rezultat al noii abordari adoptate in acest capitol, se demonstreaza pozitivitatea si
marginirea solutiilor modelelor matematice considerate. De asemenea, se arata ca, indiferent de
intarzierile de timp considerate, punctul de echilibru al modelelor propuse isi mentine stabilitatea
locala asimptotica. Mai mult, folosind o metoda precisa care implica un anumit tip de functie
Lyapunov, demonstram stabilitatea sa asimptotica globala conditionata de limita ratei de cregtere
a persoanelor gomere care intra pe piata muncii.

Toate sectiunile respecta acelasi model si in fiecare sectiune introducem diferite tipuri de
intarzieri: in prima sectiune analizam modelul matematic introducand o intarziere de timp dis-
creta, in a doua sectiune investigam modelul luand in considerare o intarziere de timp distribuita,
in timp ce 1n a treia sectiune construim si analizam modelul considerand doua intarzieri de timp
distribuite. In fiecare dintre aceste sectiuni, examinam caracteristicile de stabilitate ale punctului
de echilibru al modelului si oferim diverse simulari numerice pentru a ilustra rezultatele teoretice.

In acest capitol, introducem rezultatele originale prezentate in Teorema 3.2.1, Lema 3.3.1, Teo-
rema 3.3.2, Propozitia 3.3.7 si Teorema 3.4.1, cu demonstratiile corespunzatoare. Aceste rezultate
se refera la pozitivitatea si marginirea solutiilor. Ulterior, analizam stabilitatea locala a punctelor
de echilibru ale sistemului, aducand contributii originale prin Teoremele 3.2.2, 3.2.4, 3.3.3, 3.3.4,
3.4.2 si 3.4.3. Trecand la analiza stabilitatii globale a punctelor de echilibru si bifurcatiilor Hopf,
obtinem Lema 3.2.3, Teorema 3.3.5, Teorema 3.3.8 si Teorema 3.4.4. In plus, pentru controlul op-
tim, prezentam Teorema 3.2.5 si Teorema 3.2.6. De asemenea, oferim o limita superioara realista
pentru rata de crestere a persoanelor somere care intra pe piata muncii, asa cum este discutat in
Observatia 3.3.1. In final, contributiile noastre originale sunt exemplificate prin simulari numerice.

Capitolul 4, cu titlul "Un model al somajului cinci-dimensional”, construieste si examineaza
un model matematic complex al pietei muncii care considera atat somajul, cat si subocuparea,
aceasta din urma fiind definita ca situatia in care angajatii lucreaza mai putine ore decat si-ar dori.
Modelul exploreaza impactul masurilor de politica destinate sa creeze locuri de munca, alaturi de
un proces independent de creare a locurilor de munca si migratia fortei de munca in piata muncii.
Introducem intarzieri in raspunsurile politice si evaluam efectele acestora asupra somajului uti-
lizand un sistem dinamic neliniar. Analiza noastra include dinamica iesirii din locurile de munca
si a intrari in locurile de munca, tranzitiile spre si dinspre subocupare, si ia in considerare migratia
intr-un context economic global deschis, cu actiuni politice intarziate. Evaluam de asemenea sta-
bilitatea starilor de echilibru ale sistemului, inclusiv modelele care incorporeaza nucleele Dirac si
1 - Gamma (weak kernels), accentuand rolul intarzierilor de timp distribuite pentru a capta mai
bine complexitatile proceselor economice.

Astfel, reconsideram posibilitatea ”locurilor de munca limitate de timp” sau a subocuparii, ca
un statut intermediar pe piata muncii intre angajarea regulata si somaj. Sistemul nostru permite
atat crearea de locuri de munca, cat si interventia politica pentru limitarea somajului, dar si
posibilitatea ca migrantii sa ocupe unele dintre pozitiile regulate.

Capitolul contine trei sectiuni: prima sectiune descrie modelul matematic propus, a doua
sectiune prezinta modelul matematic introducand o intarziere distribuita in timp, iar in a treia
sectiune expunem modelul matematic cu doua intarzieri distribuite in timp. In fiecare sectiune,
redactam versiunea adimensionala a modelului propus si determinam punctele de echilibru ale
modelului. Apoi, demonstram pozitivitatea si marginirea solutiilor. Mai mult, analizam pro-
prietatile de stabilitate locala si/sau globala pentru punctele de echilibru ale modelului. In ultima
parte a fiecarei sectiuni exemplificam rezultatele teoretice prin simulari numerice si incheiem cu
concluzii.

Rezultatele originale prezentate in acest capitol includ criterii pentru pozitivitatea si marginirea
solutiilor Teorema 4.2.1, Teorema 4.3.1, Teorema 4.4.1. Mai mult, proprietatile de stabilitate
locala si globala ale punctelor de echilibru sunt prezentate in Teorema 4.2.2, Teorema 4.2.3, Teo-



rema 4.2.4, Teorema 4.3.2, Teorema 4.3.3, Teorema 4.4.4. In plus, capitolul examineaza aspecte
ale bifurcatiilor Hopf, care iau in considerare nucleul 1 - Gamma (weak kernels) si nucleul Dirac,
prezentate in Propozitia 4.4.5, Corolarul 4.4.6, Propozitia 4.4.7. De asemenea, sunt acoperite
aspecte de control optim descrise in Teorema 4.4.8 si Teorema 4.4.9. Capitolul se incheie cu
contributii originale si in cadrul simularilor numerice.

Cea mai importanta contributie a acestei teze consta in investigatia riguroasa a proprietatilor
de stabilitate locala si globala ale modelelor matematice propuse. Observam in cazul modelelor
de somaj tridimensionale ca punctul de echilibru al modelului ramane local asimptotic stabil
indiferent de intarzieri si este global asimptotic stabil in anumite conditii. Trecand la modelele de
somaj cinci-dimensionale, obtinem proprietati de stabilitate globala pentru punctele de echilibru
ale sistemului.
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